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1 EINFUHRUNG

1.1 DAS ISING-MODELL ALS BEISPIEL FUR EIN KANONISCHES ENSEMBLE

Im Versuch 5 haben Sie ein einfaches Gittermodell zur Beschreibung des Magnetismus, das
Ising-Modell, mit Monte—Carlo-Methoden im thermischen Gleichgewicht simuliert. Wir wol-
len Sie kurz an die wesentlichen Elemente erinnern.

Die mikroskopischen “Teilchen” des Ising—Modells sind einzelne Spins s; (i = 1,..., N), die
jeweils nur zwei Zustinde einnehmen kénnen: s; = £1. Diese leben auf einem Gitter (quadra-
tisch in 2 Dimensionen [2d], kubisch in 3 Dimensionen [3d]). Es wurden dul8ere Kontrollpara-
meter definiert, die in einer Simulation nicht verdandert wurden:

Kontrollparameter
1. Volumen V = GréLe des Gitters (bspw. M x M in 2d)
2. Anzahl N der Spins. Speziell wurde N = M2 (2d) gewahlt.
3. Temperatur T des Systems.

4. Externes Potenzial V]f”“ = dulleres Magnetfeld &;. Der Index j gibt dabei einen Punkt im
Volumen an (einen Gitterpunkt). Demzufolge kann das externe Potenzial i.a. vom Ort
abhédngen. Im Ising-Modell sind die Indizes i (Teilchen) und j (Gitterplatz) identisch.



Einen bestimmten mikroskopischer Zustand nennt man Konfiguration. Diese ist im Ising—
Modell bestimmt durch den Wert aller Spins:

Konfiguration: w = {sy, ..., Sy}

Die kollektiven Eigenschaften des Systems sind bestimmt durch die mikroskopische Ener-
gie einer Konfiguration (Hamilton-Funktion). Diese wird auch oft potenzielle Energie einer
Konfiguration genannt

Potenzielle Energie: U(w) = —JY (i, i,y — L; hisi

Hierbei bezeichnet (iy, i») benachbarte Gitterplatze.

Ein statistisches System mit fixierten Kontrollparametern N, V, T nennt man kanonisches
Ensemble. Wenn V! = 0, spricht man von einem homogenen oder Bulk-System, andernfalls
von einem inhomogenen System. Fiir das thermische Gleichgewicht ist die kanonische Zu-
standssumme die zentrale GroRe, um alle makroskopischen Eigenschaften des Systems zu
bestimmen:

Kanonische Zustandssumme: Z =), exp(-U(w))

Dabeiist = 1/kpT, wobei kg die Boltzmann—Konstante ist. Die Summe geht tiber alle mog-
lichen Konfigurationen des Systems. Eng verkniipft mit Z ist der Begriff der kanonischen
Zustandsdichte oder der kanonischen Wahrscheinlichkeit einer Konfiguration:

Kanonische Wahrscheinlichkeit: py,,(w) = % exp(—-fU (w))

Diese gibt nun in der Tat an, wie wahrscheinlich eine bestimmte Konfiguration w im thermi-
schen Gleichgewicht ist. Die Konfigurationen mit niedrigster potenzieller Energie sind dabei
am wahrscheinlichsten, und fiir T — 0 ist das System alleinig im Zustand niedrigster potenzi-
eller Energie (warum?). Die kanonischen Zustandsdichte ist auf 1 normiert, }_,, pxan(®w) =1,
wie es sich fiir eine Wahrscheinlichkeitsdichte gehért. Die Verbindung zur Thermodynamik
ergibt sich durch den Zusammenhang von Z mit der Helmholtz Freien Energie F:

F=—-ikgTInZ. (1.1)

1.2 ANDERE ENSEMBLES

Das Ising-Modell wurde oben in einer Form zusammengefasst, die beliebig verallgemeinerbar
auf andere Systeme ist. Nehmen Sie z.B. ein System, das aus N starren Molekiilen (etwa
Wasser) besteht. Eine bestimmte mikroskopische Konfiguration wird nun spezifiziert in der
Angabe des Ortes r; und der Orientierung 0; (bestehend aus 3 Euler-Winkeln) fiir jedes
Molekiil i: w = {ry,...,r;,01,...,0p5}. Das Volumen V wire das Volumen des Gefilies, in die
Sie die Wassermolekiile einsperren. Die Temperatur T geben Sie durch die Temperatur der
Gefallwinde vor. Ein externes Potential ist beispielsweise durch die Wechselwirkung mit den
GefiBwinden gegeben (hier spricht man oft von einem Substratpotenzial).

Sie konnten jedoch anstelle der Kontrollparameter N, V, T andere Kontrollparameter fixieren.
So konnten Sie Ihr Gefd8 mit einem beweglichen Kolben als Deckel versehen und den duf3e-
ren Druck p konstant halten. Ein System mit fixierten N, p, T nennt man isotherm—isobares



Ensemble. Fiir eine mikroskopische Konfiguration muf§ nun auch das (momentane) Volumen
V zusitzlich spezifiziert werden. Dadurch treten gegeniiber dem kanonischen Ensemble im
thermischen Gleichgewicht folgende Anderungen auf. Die Zustandssumme wird zu:

Isotherm-isobare Zustandssumme: Z, = [dV Y, exp(—fU(w)) exp(—fpV)
Die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Konfiguration ist nun

Isotherm-isobare Wahrscheinlichkeit: pjsop,: (0, V) = 7 exp( BU(w))exp(=BpV)

Sie konnten aber auch in einem riesigen Wasserreservoir das Volumen V gedanklich abtrennen
(oder nehmen Sie einfach eine starre Membran, die das Volumen V einschlie3t, aber durch-
lassig fiir Wassermolekiile ist). In diesem System sind V, T noch fixierte Kontrollparameter,
aber N ist es nicht mehr. Der dafiir fixierte Kontrollparameter ist das chemische Potenzial ji.
Die physikalische Bedeutung ist folgende: u ist gleich der Arbeit, die es kostet, ein Molekiil
Wasser zusitzlich in das System einzufiigen. Laut Thermodynamik entspricht dies genau der
Anderung der Helmholtz Freien Energie F des Systems: u= F(N +1,V,T) - F(N,V, T) (“freie”
Energie ist ja genau diejenige Energie, die vollstdndig konvertierbar in mechanische Arbeit ist).
Das System mit fixierten Kontrollparametern y, V, T nennt man ein grofSkanonisches Ensemble.
Eine mikroskopische Konfiguration ist im grokanonischen Ensemble vollstédndig spezifiziert
durch wgk = {N,wn}, wobei wy die Konfiguration von genau N Molekiilen ist (bestehend aus
den Orts- und Orientierungskoordinaten). Die groBkanonische Zustandssumme ist gegeben
durch

eXp(ﬁHN )

Groflkanonische Zustandssumme: = =) \_g Yoy exp(=pUN))

Die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Konfiguration wgy ist gegeben durch

GroRRkanonische Wahrscheinlichkeit: Pex(N,wpn) = 1 M exp(—BU(N,wn))

Auch die groBkanonische Wahrscheinlichkeit ist auf 1 normiert: }_ 5 3, Pek(N,w) = 1. Die
Verbindung zur Thermodynamik ergibt sich durch den Zusammenhang von = mit dem grof3-
kanonischen Potential Q:

=-pV=—kgTlnEZ. (1.2)

Die Wichtigkeit und die Bedeutung des grofkanonischen Ensembles liegt im Studium von Pha-
seniibergdingen. Zwei Phasen (beispielsweise Wasserdampf und Wasser) kdnnen koexistieren,
wenn fiir beide Phasen T, p und p gleich sind (warum?). Findet man also im groRkanonischen
Ensemble den geeigneten Wert i = ticoex(T), an dem beide Phasen koexistieren, dann sollte
man (in Experiment und Simulation gleichermafen) iiber einen lingeren Zeitraum auch
beide Phasen beobachten kdnnen. Falls die zwei Phasen sich in ihrer Dichte unterscheiden
(evident bei Wasserdampf und Wasser), dann bedeutet dies, dass man bei Koexistenz groRe
Fluktuationen der Teilchenzahl N beobachten soll (mal ist im Systemvolumen Wasser, mal
Wasserdampf, mal auch beide Phasen). Zudem ist auch aus theoretischer Sicht bedeutsam,
dass bei Koexistenz das grollkanonische Potential Q2 beider Phasen gleich ist.



2 MONTE-CARLO-(MC)-SIMULATIONEN UND IMPORTANCE
SAMPLING

Die Idee von MC-Simulationen besteht darin, durch einen Zufallsalgorithmus eine limitierte
Anzahl N; an Konfigurationen zu erzeugen und mittels dieser Konfigurationen Erwartungs-
werte physikalischer MessgroBen (G(w')) zu berechnen (wobei w’ eine Konfiguration in einem
beliebigen Ensemble ist). Ein solcher Erwartungswert ist definiert als

(G =) pw)Gw. 2.1)

Hier ist p'(w') die Wahrscheinlichkeit im entsprechenden Ensemble (kanonisch, isotherm—
isobar, groBkanonisch,...). Naiv kénnte man jetzt alle Nx moglichen Konfigurationen geeignet
“durchnummerieren” und zufillig aus dieser “Nummerierung” N, Konfigurationen wiirfeln.
Damit wire

1 N
(G = ~ Y P w)GW)). 2.2)
Ci=1

Diese Methode funktioniert iiberhaupt nicht. Ublicherweise ist Nx > N, und Sie werden
héchstwahrscheinlich nur Konfigurationen w;. wiirfeln, deren Wahrscheinlichkeit p’ (w’i) sehr
klein ist. Die wirklich wichtigen Konfigurationen in der Ndhe des Maximums von p’(w') erwi-
schen Sie nicht (siehe Daan Frenkels Nil-Beispiel). Damit wird der obige Erwartungswert stark
vom wahren Erwartungswert abweichen.

Also ist es ratsam, durch einen Zufallsalgorithmus Konfigurationen zu erzeugen, die schon
gemdifS der Wahrscheinlichkeit p'(w') verteilt sind. Damit wird

1 &
(G =—) G, 2.3)
Nc i=1

(siehe auch Theorem 1 in Versuch 5). Man kann also die MessgroRe einfach an den gewiirfelten
Konfigurationen auswerten und dann mitteln.

Die Erzeugung von Zufalls-Konfigurationen, die mit p’(w') verteilt sind, bezeichnet man als
»importance sampling«. Sehr beliebt sind dafiir Algorithmen, die von einer vorhandene Konfi-
guration w’i ausgehen, eine oder einige wenige Konfigurationsvariablen darin durch Wiirfeln
dndern und damit eine neue Konfiguration w;. erzeugen. Dieser Wiirfelprozess definiert eine
Ubergangsrate g;_. ;. Damit der Algorithmus funktioniert, muss folgendes gelten: Angenom-
men, diese Prozedur wird fiir ganz viele Konfigurationen durchgefiihrt. Diese Konfigurationen
seien schon gemiR der Wahrscheinlichkeit p’(w’) verteilt. Dann darf dieser Wiirfelprozess
nicht Konfigurationen erzeugen, die p'(w’) nicht gehorchen. Also muR die Rate dafiir, eine
Konfiguration i durch Wiirfeln zu verlassen gleich sein der Rate, von einer beliebig ande-
ren Konfiguration j durch Wiirfeln zu Konfiguration i zu gelangen. Diese Bedingung heif3t
»balance condition«

Yi#zpW)gi—j = Zj;éip,(w/j)CIj—d

e Rate, mit der Rate, mit der
balance condition: o . (2.4)
Konfiguration i Konfiguration i
verlassen wird erreicht wird



Damit ist sichergestellt, dass der Wiirfelprozess uns nicht wieder aus der Verteilung p'(w’)
herausfiihrt. Balanceist jedoch nicht sehr praktikabel: Um ein geeignetes g;—. j zu bestimmen,
muss man immer die obige Summe {iberpriifen. Das bedeutet de facto, dass man eigentlich alle
moglichen g;—. ; kennen muss, um balance sicherzustellen. Jedoch gilt trivialerweise balance,
wenn man die folgende, viel strengere Bedingung fordert, die »detailed balance condition«
heifdt:

detailed balance condition: p(W)qij= p'(a)'j)q i - (2.5)

In Versuch 5 wurde der entsprechende Wiirfelprozess als Markov—Kette eingefiihrt und detai-
led balance fiir diese und konkrete Beispiele (Metropolis, Warmebad) diskutiert. Auerdem
wurden tiber Theorem 2 motiviert, dass fiir geeignete Markov—Ketten man wirklich bei der
gewiinschten Verteilung p’(w’) landet.

Fiir praktische Zwecke ist es noch sinnvoll, die Ubergangsrate ¢;_. ; wie folgt zu zerlegen:

qi—j = TWi-jQ&i-j, (2.6)
mi~j: Vorschlagswahrscheinlichkeit fiir o} — '
ai—j: Akzeptanzwahrscheinlichkeit fiir o — w’j .

Im einfachsten Metropolismus-Algorithmus von Versuch 5 ist ;. j # 0 fiir zwei Konfiguratio-
nen, die sich nur durch den Wert des Spins an einer Gitterposition unterscheiden (spin flip). Da
fiir jede Gitterposition immer ein spin flip probiert wird, ist in diesem Falle ;. ; = 1. Etwas auf-
passen muss man also nur dann, wenn von der Startkonfiguration i mehrere Konfigurationen
j erreicht werden kdnnen.

Ein verallgemeinerter Metropolis—Algorithmus fordert nun fiir die Akzeptanzwahrscheinlich-
keiten:

Tjj p,(w’]-)) .7

a;—.; = min|l,
! ( Tiej p'@))

und erfiillt dadurch detailed balance. (Bitte nachpriifen!)

2.1 GROSSKANONISCHES MONTE CARLO: HARTE STABCHEN IN 2D AUF EINEM GITTER

Wir illustrieren groRkanonisches importance sampling anhand eines sehr einfachen Modells
fiir anisotrope Molekiile. Dazu betrachten wir harte Stibchen mit Abmessungen L; x L, auf
einem quadratischen Gitter (s. Abb. 2.1 fiir die Definition des Modells).

Fiir geniigend groBes Aspektverhiltnis L,/ L; und geniigend groe Dichte zeigt dieses Modell
im thermischen Gleichgewicht eine Entmischung in senkrechte und waagerechte Stdbchen,
die wir untersuchen wollen.

Wir arbeiten auf einem M x M-Gitter. Eine Konfiguration ist spezifiziert durch wgk ={N,wn}
und die kanonische Konfiguration fiir N Stdbchen besteht aus wy = {x, ...,Xy, 1, ..., SN}, wobei
X; = (x1,;, X2,;) die Gitterkoordinaten des Stdbchens i sind und s; = £1 die Orientierung des
Stdbchens i angibt (z.B. +1 fiir waagerecht und —1 fiir senkrecht).

Die zwei grundlegenden MC Schritte zur Verdnderung von Konfigurationen (i — j) sind
nun Hinzufiigen (»insertion«) und Entfernen (»deletion«) eines Teilchens. Bei insertion mit
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Abbildung 2.1: Harte Stibchen mit Kantenldnge L; (= 1) und L, (= 4) auf einem quadratischen
Gitter. Dieses erlaubt zwei Orientierungen der Stdbchen (waagerecht und senk-
recht). Die Position der Stibchen wird durch die Koordinaten der linken un-
teren Ecke angegeben. Sich beriihrende Kanten zweier Stdbchen sind erlaubt,
Uberlapp ist verboten. (Bei Uberlapp ist die potenzielle Energie +oc0.)

N — N +1 gibt es viele Konfigurationen j, die erreicht werden kénnen: das Teilchen kann an
beliebiger Gitterposition mit beliebiger Orientierung eingefiigt werden (alle moglichen Gitter-
positionen/Orientierungen sollten gleichwahrscheinlich ausgew&hlt werden). Also finden wir
fiir die Vorschlagswahrscheinlichkeit

i 1 1 1
ins _ - - R
s = 5 x 5 x Ve (2.8)
—~~ —~— ——
Vorschlag Vorschlag Vorschlag
ins/del waagerecht/senkrecht Gitterplatz

Bei deletion mit N + 1 — N wéhlt man ein Teilchen aus den im System vorhandenen aus und
entfernt es. Damit gibt es keine Wahlmaoglichkeit beziiglich Gitterposition und Orientierung,
denn diese liegen ja fest fiir das ausgewihlte Teilchen. Man erwartet jetzt eigentlich in der
Vorschlagswahrscheinlichkeit n‘%‘ﬂi einen Faktor 1/(N + 1), weil man ja ein Teilchen aus der
Liste der N + 1 Teilchen auswihlt. Jedoch beinhaltet das grofkanonische Ensemble, dass die
Teilchen ununterscheidbar sind (das ist die Essenz des Faktors 1/N!in pg (N, wy)). Wenn
man also ein Teilchen an einer bestimmten Position entfernt, muss man eigentlich auch alle
anderen Konfigurationen entfernen, an denen die anderen N Teilchen an dieser Position sind.

Somit erhélt n?ﬂi wieder einen Faktor N + 1, und wir finden:

1
del _ -
i = 5 (2.9)
~—~—~
Vorschlag ins/del

Mithilfe von Gl. (2.7) und der Definition von Pek (N, wN) ergeben sich nun folgende Akzeptanz-



wahrscheinlichkeiten:

. 2M?

insertion: N - N+1 all.n_s,j = min( , ePH e‘ﬁAU) (2.10)
N+1

deletion: N+1 — N ocqili = min (1, — e P e”mU) (2.11)
] 2M2

AU =U(wpn+1)-Uwy) . (2.12)

Die groBkanonische Simulation beginnt nun mit einem leeren Gitter. Der schematische Ablauf
der Haupt-Monte-Carlo-Schleife sieht wie folgt aus:

//hier long unsigned integers verwenden

for (long unsigned i=1L; i <= MAX ITERATIONEN; i++){

3 GCMC_Schritt () ; //Die Monte—Carlo Iteration durchfuehren
Observablen_Messen (i); //Observablen in diesem "Zeitschritt" messen

s5)}

Listing 1: Haupt-Monte-Carlo-Schleife im Programm. Wir empfehlen die Verwendung von
long unsigned integers um Overflow zu vermeiden.

Der Ablauf der Funktion “GCMC_Schritt” wird im folgender Abbildung 2.2 dargestellt:

(" GCMC-Schritt )

Einflgen oder Léschen: gleiche Wahrscheinlichkeiten

112 17\
( Einflgen \ ( Loschen \

waagrecht oder senkrecht: gleiche Wahrscheinlichkeiten. Wahrscheinlichkeit zum L&schen ist o ge =2AMze'B“.
Wahrscheinlichkeit zum Einfligen ist o, =,§—J"fie'3“ .

Agel 1-Qlyel
A0 D e
waagrechtes einfigen senkrechtes einfligen ( \ [ \

wahle zufallige Position. wahle zufallige Position.

Teste auf Kollision. Falls ja:| | Teste auf Kollision. Falls ja:

andere nichts! -> fertig! andere nichts! -> fertig!

, N , . Wahle zufallig ein
Falls keine Kollision: Falls keine Kollision:

Stabchen aus und Andere nichts

(Xins( \iqms Qlins / \iams I6sche es.
flge es an ge- flge es an ge-
wabhlter Stelle Andere nichts wahlter Stelle Andere nichts
|nzu |nzu J k

S Z8\

2,

Abbildung 2.2: Flussdiagramm fiir eine Monte-Carlo-Iteration im Programm.




3 AUFGABEN

Das Programm soll Konfigurationen von Stdbchen auf dem Gitter erzeugen, und Messdaten
aufnehmen. Die Konfigurationen w werden mit dem Algorithmus fiir groBkanonisches Monte-
Carlo wie oben erzeugt.

Kurz gesagt, miissen also die Datenstrukturen im Programm das Hinzufiigen und Entfernen
harter Stabchen verwalten und gleichzeitig Observablen messen.

Ein Stdbchen mit Aspektverhiltnis Ly/L; = L € N belegt L x 1 oder 1 x L Gitterplitze, Uberlapp
zweier Stdbchen ist nicht moglich. Formal entspricht das einem Wechselwirkungspotential
wie folgt:

Uw)=)_ ujj

i<j

oo, falls Stdbchen i und j tiberlappen
uij = (3.1)

0 sonst

Dazu soll das Programm “geniigend lange” messen, um gute Statistik simtlicher Observablen
zu erhalten. Wir diskutieren diese Aspekte im Abschnitt 3.2.1.

Wir definieren die Observablen:

Ny Anzahl waagerechter Stibchen

N_ Anzahl senkrechter Stibchen

N = N, + N_ | Anzahl Stdabchen gesamt

LN

n:=5iz Packungsdichte
S:= % Ordnungsparameter

Verwenden Sie fiir die Messungen die folgenden Parameter:

GrollederBox | M x M 64 x 64

Stdbchenlédnge L 8

Aktivitit z=ePH | 0.56,0.84,1.1

Tabelle 3.1: Parameterwerte, fiir die das System untersucht wird



3.1 ALGORITHMEN

3.1.1 ENTWURE, UNTERROUTINEN

Hinweis: Es hilft, wenn Sie den Programmablauf in Pseudocode oder als Flussdiagram (vgl.
Abbildung 2.2) skizzieren.
Sie brauchen folgende Grundbausteine:

(a) periodische Randbedingungen

Da wir kein unendlich grofes Gitter behandeln kénnen, wihlen wir einen ganz iiblichen Trick,
um Randeffekte auszuschliefen: Wir verwenden ein periodisches Gitter. Es muss also moglich
sein, dass ein Stdbchen einige Pldtze am linken Rand und einige Pldtze am rechten Rand
belegt.

(b) Kollisionstest
Thr Programm muss priifen konnen, ob ein Stdbchen ohne Kollision an eine gegebene Position
eingefiigt werden kann.

(c) Einfiigen eines Stdbchens
Ihr Programm muss eine zufillige Position wéhlen, den Kollisionstest aufrufen, und falls keine
Kollision passiert, ein Stdbchen an die Position einfiigen kénnen.

(d) Entfernen eines Stibchens
Ihr Programm muss ein zufillig gew#hltes Stdbchen aus dem Gitter entfernen kénnen.

(e) aktuelle Stibchenzahlen
Ihr Programm muss mitzédhlen, wie viele Stdbchen es gerade gibt. Das wird fiir die Berechnung
der Wahrscheinlichkeiten und fiir die Auswertung gebraucht.

Hinweis: Uberlegen Sie sich jetzt, welche Datenstrukturen Sie verwenden wollen. Wie wird
der aktuelle Zustand im Programm gespeichert? Redundanz ist hier hilfreich.

Aufgabe: Dokumentieren Sie Ihre Uberlegungen kurz. Entwerfen Sie Routinen, die die obigen
Aufgaben erledigen. Kommentieren Sie diese im Programmcode.

3.1.2 »DETAILED BALANCE«

Aufgabe: Zeigen Sie, dass die Akzeptanzwahrscheinlichkeiten fiir Einfiigen und Entfernen
(Gleichung 2.10ff.) die »detailed balance condition« erfiillen.

3.2 PHASENTRENNUNG: KOEXISTENZPUNKT FINDEN

3.2.1 TEILCHENZAHLEN MESSEN

Wir miissen das System zunéchst thermalisieren lassen, bevor wir die Gleichgewichtsstatistik
mit dem Monte-Carlo-Algorithmus erkunden kénnen. Dazu miisssen wir uns Grof3en aus-
denken, die dafiir geeignet sind. Die Groen {N, N, N_} sind in der Simulation fundamentale
Zufallsvariablen und damit gut geeignet. Wir kénnen also hier anfangen, den “zeitlichen”



Verlauf dieser GroRen uns anzuschauen.

Wir erwarten, dass es in Abhdngigkeit von z ein Einphasen- und ein Zweiphasengebiet gibt.
Das Einphasengebiet entspricht einem ungeordneten Zustand (N, = N_) zu fast allen Zeiten.
Das Zweiphasengebiet entspricht einem gut geordneten Zustand (N} > N_ oder N; <« N_)
zu fast allen Zeiten. Fiir alle z im Zweiphasengebiet sind beide Phasen stabil, man spricht von
Koexistenz.

Wir miissen Indikatoren finden, an denen wir erkennen kénnen, ob das System im thermischen
Gleichgewicht ist. Die Anzahl Stdbchen (Summe, oder waagerecht/senkrecht getrennt) iiber
"Zeit" (= Monte-Carlo-Schritte), also N(#), N, (f), N_(?), sind gute Indikatoren.

Aufgabe: Fiihren Sie Monte-Carlo-Schritte durch und messen Sie die Anzahl Stibchen (waa-
gerechte, senkrechte, gesamt). Plotten Sie den zeitlichen Verlauf N(¢) und N (£), N_(t) fiir
die Parameter in Tabelle 3. Begriinden Sie, ab wann man von einem thermalisierten System
sprechen kann.

Hinweis: Die notige Anzahl Schritte ist sehr groR. Es kann hilfreich sein, nur alle 100 (oder

noch mehr) Schritte einen Punkt aufzunehmen. Sie ist moglicherweise sogar so grof3, dass

eine normale Integer-Variable nicht ausreicht, um die Schritte zu zdhlen.

Ab jetzt sollten Sie immer erst nach der Thermalisierung Messdaten aufnehmen.

3.2.2 HISTOGRAMME AUFNEHMEN

Wir kénnen nun den Phaseniibergang mit Hilfe der Simulation suchen. Der Kontrollparameter
ist das chemische Potential u (die inverse Temperatur § = 1 und das Volumen sind fixiert). Wir
definieren die Aktivitit z := ef*,

Aufgabe: Nehmen Sie (nach Thermalisierung) Histogramme von N und von N,, N_ auf. Sie
sollten ca. 232 ~ 4-10° Schritte nach der Thermalisierung es laufen lassen. Was passiert, wenn
Sie zu kurz simulieren? Plotten Sie die Histogramme und interpretieren Sie sie.

3.2.3 ORDNUNGSPARAMETER MESSEN

Wir fithren einen neuen Indikator ein, der sensitiv darauf ist, in welcher Phase das System ist:

N, —N_

Si=——+ 3.2)
N, + N_

Aufgabe: Welche Werte kann S annehmen? Welche Phasen entsprechen welchen Werten von
S? Nehmen Sie fiir alle drei vorgegebenen Aktivitdten Histogramme von S auf. Diskutieren Sie
anhand der Histogramme, welcher Wert von z zu welcher Phase gehort.

10



3.2.4 RESULTAT: ORDNUNG VS DICHTE

Wir moéchten die Frage beantworten, ob es einen Zusammenhang zwischen Ordnung und
Dichte gibt. Das entspricht eine Art Zustandsgleichung des Systems, und kann als zentraler
Resultat der Untersuchung betrachtet werden.

Aufgabe: Messen Sie bei jedem gegebenen Aktivitdt den Absolutwert der Ordnung (|| S||) als
einer Funktion der durchschnittlichen Dichte (n). Tragen Sie die Messpunkte auf in einem
Plot fiir die drei vorgegebenen z und weitere, ndmlich {0.05,0.125,0.25,1.15,1.5}. Sie sollen
auch Fehler definieren und Fehlerbalken in X- und Y-Richtung angeben. Sie sollten einen
ausgeschmierten »Kink« erkennen: Interpretieren Sie dies.

3.3 VISUALISIERUNG

Fiir die Interpretation ist eine Visualisierung oft hilfreich. Fiihren Sie das bereitgestellte Python-
Skript aus, um eine typische Konfiguration darzustellen.

Aufgabe: Schauen Sie sich das Skript an und beschreiben Sie kurz, was es tut.

Aufgabe: Schreiben Sie eine Prozedur, die die aktuelle Konfiguration in einem fiir das Python-
Skript lesbaren Format ausgibt. Fiihren Sie das Skript aus, um eine Visualisierung zu erzeugen.
Machen Sie das beides am Koexistenzpunkt und im einphasigen Bereich.

Hinweis: Das Skript ist fiir Python2 geschrieben worden.
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