Beispiel: Relativistische Rakete

Annahmen:
— Keine duBeren Krifte
— Antrieb durch MassenausstoB mit konstanter Geschwindigkeit vg

Erinnerung: Nicht-relativistische Rakete

Laborsystem (Erde): t=0:v =0,M = My
gesucht: v(t), M(t)

A K Laborsystem

vor dem Massenausstof§

dm AusgestoBenes Massenelement (positiv)
0M = —dém Massendnderung der Rakete
Vo = —vp€x AusstoBgeschwindigkeit (rel. zur Rakete)

Impulserhaltung im Raketensystem:
(nachher) (M + dM)ovV + dmvy = 0 (vorher)
nur x-Komponente (M — dm)dv — dmvy = 0
(0v,om — 0; 6 - d) — Mdv = dmyg
Geschwindigkeitsanderung beobachtet von der Erde:

VE vor + dvg := VE,nach = V1 + V2 = VE vor + dvg — dve = dwg
G.T.

dME = dMR =dM = —dm — Mdv = —VodM
dv Vo

Mo
- —— M) = In — 6.23
M M v(M) =vgIn M (6.23)

Integrationskonstante so gewahlt, dass v(M = M) = 0.
M(t) beliebig vorgeben, bestimme dann v(t) = v(M(t)).

v > v sobald In%>1;auchv—>oowennM—>O.



Relativistische Rakete

K /A Ruhsystem der Rakete

vor dem Massenausstof§

-
@l////// i
Mo

nach dem Massenausstof§

om
__
ez R

M+5M

A

Impulssatz im (momentanen) Raketensystem:
p=0=Rr(M+ dM)dvg + v0dm(—vo)  (*)

M Anderung der Ruhemasse[energie] der Rakete
om Ruhmasse des ausgestoBenen Masseelements M # —dm

Beziehung zwischen dm und M durch Energiesatz (6.19)

Im Raketensystem: vorher nachher
(v = 0) E=Mc = YrR(M + (SM)C2 + ’)’()(Smc2
(M + 6M)c? (5m)c

[5VR,(5M,5m — 0 \/l (6VR> \/1

Nur O(dvr, IM, 5m)] ~ Mc? 4 dMc? + ypdmc?
Also:  —0M = ~vdm > dm

Einsetzen in die Impulserhaltung ()
('R = 1, dmévg K dmvg ; & — d):

Mdvg = —dM vy ()



VE,vor + dVR
VE,vor + dvg := VE,nach = : VE,vordVR
1+ e

dv
[O(dVR)} ~ (VE,vor + dVR) (1 - VE,vorC2R>

/X  VEyor t+ dvg — VE vor 2

V% vor 1
= VEyor + dvg | 1 — ,72 = VEwvor + 72dVR
(o} ’YE

1
Also: dvg = —dvg < dvg

Ve
dvg = ~2dve in (**) einsetzen, dann haben wir (g weglassen)
M~2dv = —dMvy — 2(v)dv |= LI v am
Auf beiden Seiten integrieren
c 1+p Mo
—In =vgln —
2 1-p M

Fiir 8 — 0 erhilt man wegen
In(1+8)/(1—B) — In(1+p3)? —» In(1+28)) — 23
wieder das nicht-relativistische Ergebnis.

Nach 3 auflésen:

2030
B = —1 — <'m’>2ﬁ0 <1 (6.24)
M
L+ (%)

Auch hier wieder: v(M = M) = 0.

Hier gilt immer: v. — c fir M — 0, unabhingig von vg;
nicht-relativistischen ist dagegenv. — oo wenn M — 0.

v > vg bleibt moglich:
Wahle zu gegebenem Bg < 1 einen passenden Wert 1 > 8 > (g
und bestimme dazu den erforderlichen Wert von M.



Einfluss der AusstoBgeschwindigkeit:

Bei festem M/Mg : vp €< ¢ — (M/Mo)zﬁ0 ~1 > v<ec
Allgemeiner:

M \ 281 M \ 250 M
Br>pB0 — <|v|0> <<M0> daM—0<1
Z(B1) > Z(Bo)
N(B1) < N(Bo)

Giinstigster Fall: vg <S¢ bzw. wvg = c (,Photonen“rakete)

—  B(B) = > B(Bo)

Chemische Rakete: vo ~ 4 — 5 km/s,
Startgewicht 3000t, Nutzlast M(t) ca. 46t (wie Saturn V)

— M/Mp=60 — v=vgIn60 ~ 18 km/s < 10~ %c.

., Photonen“rakete:

2
v o 1-2(4) ~1-0,6x1073=0,999%c

Raumflug mit konstanter Beschleunigung in der Rakete

Im (momentanen) Ruhsystem der Rakete: Konstante
Beschleunigung von 1g entlang der Langsachse (x-Richtung)

Nicht-relativistisch:
v(1Jahr) ~ 9.81m/52-864005-365, 2422 ~ 3.096-108m/s >c

Relativistisch

Im Raketensystem: b} = by = 0 = b}, = b}
Lorentztransformation ins Erdsystem:
x d
b = ~bX — bt = = = v— vX
£ =Tbg — B 8= =740V
. d .
Integriere GV =8 mit v(t = 0) = 0:
t
— v =gt oder L=gj==ﬁt
1-32 ¢
" Bt
Auflésen nach 3: B=———= <1 (6.25)

VI+5



Im Erdsystem zuriickgelegter Weg durch Integration von (6.25):
2

x = cg (m — 1> (6.26)

Fiir kurze Beschleunigungsdauer t, d.h. gt << ¢ bzw. By < 1, ist

Eigenzeit in der Rakete:
Integriere dr = ~vdt = ~v(8(t))dt:

Br = %‘r =In <ﬂt + /14 ﬁf) = arsinh3;

und nach t aufgelost

Bt = sinh BT > ,67' (627)
Damit wird
B sinh(3;) 1—e 26
B = —— = = o (6.28)
V1 + 3 cosh(3;) 1+ e26-
Zuriickgelegter Weg im Erdsystem vs. Eigenzeit in der Rakete:
2
x=< (cosh 3, — 1) (6.29)
g

Erforderlicher Treibstoff bzw. Massenverhiltnis M /My :

Kombiniere Rechnung fiir konstante Beschleunigung mit der fiir
RiickstoB bei vg = konst..

Bestimme aus (6.24) das erforderliche Massenverhéltnis M/My)
fiir eine gegebene Geschwindigkeit 3:

20/ _
<M> VE_1-B8 _ . . M e
M() 1+ﬁ MO

(6.30)



Nicht-relativistisches Ergebnis:
My M
v(t) = v(M) = vgIn — = ot — 7=e—(gt/vo)
() =v(M) =wln-r =g My

Technisch giinstigste Losung (,, Photonen“rakete mit vg = c)
M /) _ o
Mo

Ablauf der Reiseplanung:
Angestrebtes Ziel in Entfernung x = L
— erforderliche Reisezeit T
— erforderlicher Treibstoff/Nutzlast Mt /Mg = M/Mg — 1.

4-Phasen-Raumflug: Erde  Beschleunigen  Bremsen  Ziel

Erde nsemsvd  nsginusldozsd

Die 4 Phasen sind gleichwertig

M4/M3 = M3/M2 = Mz/Ml = M1/M0 =e P
My
Mo

— o—48-

L, = 2L



Relativistischer Raumflug in 4 Phasen: Beschleunigen, Bremsen, Beschleu-
nigen, Bremsen mit jeweils 1g (Erdbeschleunigung)

Beschleu- | Flug- maximale erreichte Flugdauer Massen- Massen-
nigungs- | dauer Geschwin- Entfernung Tg im verhéltnis verhaltnis
dauer T 4T digkeit im Weltall | Erdsystem (2 Phasen) (4 Phasen)
(Jahre) | (Jahre) VUmaz/ C Tomaz (L) (Jahre) o = %ﬁ B = %
1 4 0,77440006 1,126 4,748 0,1271 0,01617
2 8 0,96818436 5,811 15,01 0,01617 0,0002613
5 20 0,99993356 166,3 336,5 3,322-107° | 1,104-107°
10 40 1—-2-107° 29186 58377 1,104 -107% | 1,218 - 1078
25 100 1—8-107%% | 152,4-10° | 304,85 -10° | 4,047 -1072% | 1,638 - 10™%5

T Beschleunigungsdauer: Eigenzeit in der Rakete

41 Dauer des Fluges: Eigenzeit in der Rakete

VUmae Maximal erreichte Geschwindigkeit

Tmae Maximal erreichte Entfernung

Tg Dauer des Fluges: Zeit auf der Erde

M, Masse der Rakete vor Abflug (Nutzlast 4+ Treibstoff)
M, Masse der Rakete nach Hinflug

2 = My /M, Massenverhéltnis fiir Hinflug

M, Masse der Rakete nach Riickkehr (Nutzlast)

pa = M,y /My Massenverhéltnis fiir Hin- und Riickflug

Zum Vergleich:

a Centauri: 4.21j
Zentrum der Milchstrale: 26000 Lj
Masse der Erde: 5,9736 x 1024 kg

2-107% = 60cm/s
8-107%¢c =2,4-10""m/s

Atomdurchmesser ca. 10719m

Protondurchmesser ca. 0,8 - 10~ 1%m

6.30




Spezielle Relativitdtstheorie

Lorentz-invariante Formulierung der
Elektrodynamik

Elektrodynamik ist bereits Lorentz-invariant.

Ziel: Formulierung in Form von VierergroBen, die explizit
Lorentz-invariant ist.

Erinnerung: Maxwellgleichungen

Innere Feldgleichungen: Erregungsgleichungen:
tE o8 tH j+ 9D
ro = —— ro = —
ot T
divB = 0 divD = o

Felder ausgedriickt durch Potentiale K, o :

_ S _ oA

B = rotA E = —gradd)—a
Invariant gegen Eichtransformation

- Ix A .

¢=¢—a ) A=:Q+gradx

(7.1)

(7.2)

(7.3)

—  Freiheit bei der Bestimmung von ¢, A: Wahl der Eichung

.

Schreibe ¢, A in der Form (o#) = ((,‘b/c, K)
Die Lorenzeichung wird dann zu
0,0" =0



Der Ausdruck 9,®# = divA + c%% ist ein Lorentz-Skalar.

— ®H st ein kontravarianter Vierer-Vektor.

Mit der Definition
(J“) = (CQaD (76)
lasst sich die Kontinuitadtsgleichung
- 13) Ojx 0j 0j. o
divi+ 22 = B O B, T
ot oOx oy 0z oct

schreiben als .t =0 (7.7)

Oy j* ist ein Lorentz-Skalar
— j* ist ein kontravarianter Vierervektor.

Maxwellgleichungen — Zeitentwicklungsgleichungen fiir die
Potentiale

1 8%¢ 1 2
- gw = _;OQ = —HoCQ
. 18R -
AA — 2 o2 =  — Ho)
Oder
Dok = pej* (7.8)

mit dem D’Alembert-Operator ('vierdimensionaler
Laplace-Operator’)
1 92

= Gog B =100



Elektromagnetischer Feldstarktensor

(F,“,) = (8ﬂ ¢V — (91, (b“) (79)
0 _0A_ 6/ _0A _ 8(9/) _ oA, _ 8o/
Oct Ox oct dy dct oz
symmetrisch 0 3Az + a»‘\y
0

¢, = 1,0 = (¢/c, —A) ist ein kovarianter Vektor
— F,, ist ein kovarianter Tensor zweiter Stufe.

=

Raum-Zeit-Komponenten —grad ® — =E

Raum-Raum-Komponenten  rot A= B

1 1 1
0 e lg, !IE
1
(Fuy = ~E 0 -B, By
el le B 0 B
-y z — Dx

-1k, -B, B, 0

. A
Lorentztransformation F;w = /\'Z I\'V Fix

—s Transformation von E und B fiir einen Boost in x-Richtung:
E)/( = E,, B)’( = By
E/ = (Ey — c8B,) B! = B, + EE
y — TY\Ey COob, y — 7 y c 2

p
E, = ~(E, + c8By) B, = v (Bz - cEy)



E und B sind also miteinander verkniipft

Einschrankungen durch Invarianten von F:

2
py BK Av _ = 2 2p2
PP = FunFon™ = -5 (E2-¢*82)  (7.10)
und 4
Fe" Fo=——E-B (7.11)
(o)

sind Skalare, d.h. sie sind invariant unter Lorentztransformation.

el AR st der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor

+ 1 fiir kApv gerade Permutation von 0123
"MV = ! _ 1 fiir kApr ungerade Permutation von 0123

0 sonst
(7.12)

Damit folgt:
> Ist E2 — c2B? = 0, also |E| = c|B|, dann ist in jedem
Bezugssystem |E| = c|B].
» Gilt in einem System E-B = 0, d.h. E L § dann stehen E-

und B-Feld auch in jedem anderen System senkrecht
aufeinander.

» Ist andererseits E - B # 0, dann gibt es kein System, in dem
E L B oder E =0 oder B = 0 ist.

> Ist E- B =0, und gilt weiter E2 — c¢2B2 > 0 (< 0),
dann 3Bt sich ein System finden, in dem B =0 (E = 0) ist.

» Ein Beispiel fiir ein System mit E2— c2B2 = 0 und
E - B = 0 ist eine elektromagnetische Welle.



Maxwellgleichungen im Vakuum
Betrachte den Vierervektor 8,F* = 8,n**n*"F .
Zeit-Komponente (u = 0)

—(1/c)divE
Raum-Komponenten (p = 1, 2, 3):

Erregungsgleichungen
(7.1) mit D =¢E, B = uol:i und eouo = 1/c?

2 9t
tH oD j
= ro —_ =
o 5t Hoj
(1/c)divE = pocdiv egE = pocdiv D = pgco

In Viererschreibweise, mit der Vierer-Stromdichte {j*} aus (7.6)

F" = —po{co,i} = — pai* (7.13)

Direkt aus der Potentialgleichung (7.8), mit Lorenzeichung:

Dok ot

nv%8,0, 0" — nHr9,8,®"
NP8,k ®x — nF " 0x0, P,
"7’/577“/\81/ (8n¢'}\ — a)\(bn)
n""*n**8,F.cx

8, F7+

= —§,FH



Innere Feldgleichungen in Viererschreibweise:
BAFM,, + B”F,j)\ + 3,,F)\“ =0 (7.14)

Die Indizes A, p, v erlauben zunichst 43 = 64 verschiedene

Kombinationen.

— Gleichung ist trivial erfiillt (Antisymmetrie von F, ), wenn zwei
Indizes gleich sind

— Vertauschungen von Indizes verandert nur die Reihenfolge der
Summanden (Zyklizitat der Indizes in der Gleichung)

Nur vier verschiedene Gleichungen, bspw. aus den Kombinationen
nNp,v) = (1,2,3), (0,2,3), (0,1,3), (0,1,2)
(A, pyv) = (1,2, 3) liefert

divB = 0

Die anderen drei Gleichungen ergeben
_ oB
rotE = — —
ot

Alternative: Kompakte Schreibweise mit Hilfe des total
antisymmetrischen Levi-Civita-Tensors:

MY 9\ Fu = 0 (7.15)

Liefert die gleichen (nicht-trivialen) Beziehungen wie (7.14).

Zusammenfassung: Im Vakuum (e =1und p=1)

0,0" = 0 Lorenz — Eichung
ot = 0 Kontinuitatsgleichung

Odo* = poj* Potentialgleichung

o, — 0,9, = F, Feldstarkentensor
O,FFY = — poj* Erregungsgleichungen

Il
o

aAFuu + 8;LF1/>\ + 81/F)\p,
oder gAY 9y Fo = 0

Innere Feldgleichungen



